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Mecénica Celeste. Examen 11

El niamero entre corchetes es la puntuacion méxima de cada ejercicio o apartado.

Ejercicio 1 (1 punto). Decide si es verdadera o falsa la siguiente afirmacién: en el
problema de n cuerpos existe una soluciéon maximal

r= (Th T, - 7TTL> :]OZ’W[% Rgn

que cumple

|T2(t)_r](t)| > ]-7 tE]Oé,w[, 1 <Z<J<n7

y tal que w < +o0.

Ejercicio 2 (7 puntos). Dos masas, m; = 3-10** Kg y m, = 10** Kg, se mueven en
orbitas circulares coplanarias alrededor de su centro de masas. Se pretende colocar
satélites en Orbita en los puntos de libracion Ly y L correspondientes a esas masas
primarias, que sabemos que son estables para el problema restringido de los tres
cuerpos circular. Se pide:

a)

b)

[1] Determinar la masa p de la primaria mas pequena en las unidades apropi-
adas para que la masa total de las primarias sea 1.

[2] Encontrar las coordenadas de los puntos de libracion Ly y Ls en el sistema
de referencia con origen el centro de masas de las primarias, supuesto que la
primaria de mayor masa se sitiia en el punto P = (—pu,0) y la otra en el
Py = (1—p,0), con p el valor obtenido en el apartado anterior.

2] Hacer un esbozo del movimiento de los tres cuerpos si el satélite se sittia
en L4.

2] Con los valores obtenidos en los apartados anteriores, probar que la funcién
potencial
L—p p

1 1
O(2) = =|2|? —u(l — R2\ {P,, P
(Z) 2’Z| +|P1—Z|+|P2—Z|+2M( :u)u S \{ 1, 2}7

alcanza su minimo absoluto en los puntos L, y L5 y calcular el valor de la
constante de Jacobi en esos puntos.

Ejercicio 3 (2 puntos). En el sistema del ejercicio anterior, un satélite se sitia a
distancia menor que 1/4 de la primaria de mayor masa con velocidad cero. Demuestra
que dicho satélite no se sale de la region

{|P,— 2| < 1/4).

(Sugerencia: utiliza las regiones de Hill).
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Ejercicio 1 (1 punto). Decide si es verdadera o falsa la siguiente afirmacién: en el
problema de n cuerpos existe una soluciéon maximal

r= (Tla ro, -« ,Tn) Z]Q,W[—) Rgn

que cumple
Tit—T~t 21 tan, 1§z’<'<n
| () ]()| ) ) J )

y tal que w < 4-00.

Sea p(t) = min |r;(t) — r;(t)]. Si w < 400, entonces por un teorema visto
1<i<j<n

en teoria sabemos que p(t) — 0 cuando ¢ — w. Esto es una contradiccién con la
hipotesis |r;(t) —r;(t)] = 1, t €la,w|, 1< i< j < n, porlo que la afirmacion
necesariamente debe ser falsa.

Ejercicio 2 (7 puntos). Dos masas, m; = 3-10** Kg y m, = 10** Kg, se mueven en
Orbitas circulares coplanarias alrededor de su centro de masas. Se pretende colocar
satélites en Orbita en los puntos de libracion Ly y L correspondientes a esas masas
primarias, que sabemos que son estables para el problema restringido de los tres
cuerpos circular. Se pide:

a) [1] Determinar la masa p de la primaria més pequena en las unidades apropi-

adas para que la masa total de las primarias sea 1.

Sabemos que m; = 1 — p, my = p, p €]0,1/2] y my + my = 1, por lo que la
masa u en las unidades apropiadas sera

my 10 Kg 1
mi +my  3-10%Kg+ 10 Kg 4

/"L:

b) [2] Encontrar las coordenadas de los puntos de libracién Ly y Ls en el sistema
de referencia con origen el centro de masas de las primarias, supuesto que la
primaria de mayor masa se sitia en el punto P, = (—p,0) y la otra en el
Py = (1—p,0), con p el valor obtenido en el apartado anterior.

Por teoria sabemos que tanto Ly como L5, colocandolos como vértices, forman
un tridngulo equilatero de lado 1 con las primarias. Por lo tanto, los puntos
de libracién L, y Ls son aquellos z € R? que verifican

’Z—P1|:|Z—P2’:|P1—P2|:1

Deducimos entonces que la abscisa de Ly v Ls estd en la mediatriz de las
primarias, es decir:

P+ P —pu+1—p L —2pu 1
M:—: _— e — -
2 ( 2 70 2 ’0 2 M’O

Denotando por z = (z,y), entonces x = /2 — .
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Para obtener la altura, imponemos |z — P;| = 1 (también se podria imponer
|z — Py| = 1). Como

== (5-n-wa) = (50)

1\? 1 3 3

Entonces

Consecuentemente

e (s02). e )

Sustituyendo p = /4 del apartado anterior

13 1 V3
L‘*:(Z’T)’ L5:<Z’_7>
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c¢) [2] Hacer un esbozo del movimiento de los tres cuerpos si el satélite se sitia

en Ly.
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En el sistema inercial (con centro de masas fijo en el origen) las dos primarias
describen una érbita circular a la misma velocidad angular, asi como el satélite
situado en L4. De esta manera, en cada instante los tres vértices estan a
distancia fija |P; — P;| = 1, formando un tridngulo equildtero de lado 1, que

rota rigidamente (sin deformarse) alrededor del centro de masas.
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d) [2] Con los valores obtenidos en los apartados anteriores, probar que la funcién
potencial

L—p p 1 2
—u(l — ), eR Py, Py},

1
0(z) = SJaf +

alcanza su minimo absoluto en los puntos Ly y L5 y calcular el valor de la
constante de Jacobi en esos puntos.

Sea p; = |z — Pi| y p2 = |z — P»|. Buscamos expresar |z|? en funcién de p; y
p2. Primero
|Z—P1|2 = |Z|2+|P1|2—22P1

|Z—P2|2: |Z|2+|P2|2—22P2

Multiplicando la primera por (1 —pu) y la segunda por p, y sumandolas, obten-
emos

(L= )t + pps = 2>+ (1 = p)|Pi)* + p| P — 22 - (1 — p) Py + pPs) (1)

Como el centro de masas esta en el origen, entonces (1 — u)Py + ubP, =0,y
ademéas sabemos que |Py|? = p? y |P2|?> = (1 — p)?, de donde

(1= @|P? 4 pl P = (1 — ) + p(1 = p)* = p(1 — pa) (2)
Sustituyendo (2) en (1)
(L= ot +pupy = |2 + (1= p) = |2[> = (1= p)pi +pp3 — p(l—p) (3)

Recuperando la funcién potencial dada en el enunciado, multiplicamos por 2
a ambos lados, obteniendo

20(0) = o+ 2 By ), seR\(RR) (O

y sustituimos (3) en (4), llegando a

2l —p 2u
2<I><z>:[(1—u>p%+up§—u<1—u>1+%+E+u<1—u>:
21 —p 21
(1= )k + g+ 20 2
P1 P2

Factorizando con (1 — u) y u, conseguimos la expresién comoda

20(2) = (- ) (1 + 2 ) v (o4 ) 5)

Sea ahora la funcion
g: Rt — R

, 2
p o pt=
p
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Vemos que
/ 2 " 4
g(ﬂ)z%—;, g(p)=2+ﬁ>0 Vp >0

Por lo que g es estrictamente convexa, y su minimo global se alcanza en los
puntos criticos ¢'(p) = 0, es decir,

2
Jp)=0 <= 2p— 5 =0 <= Zp:z2 = pPP=1 = p=1
p p

Ademas, ¢g(1) = 1+ 2 = 3, y, por ser p = 1 minimo, g(p) > 3 Vp > 0.
Teniendo esto en cuenta, vemos que de (5) se deduce que

3

20(z) > (1—/L)'B+M'3:3:>(I)(Z)2§
El minimo de ® se alcanza en caso de que g(p1) = 3 = g(p2), es decir,
p1 = 1 = pg, pero como p; = |z — P| =1 = |z — P»| = po, y los tnicos

puntos que verifican esto dltimo son Ly y Ls, por lo realizado en el apartado
anterior, queda demostrado que ¢ alcanza su minimo absoluto en los puntos
Lyy Ls.

Falta calcular la constante de Jacobi en Ly y Ls. Por definicion,
J =20(2(t) — |2(1)[

Como L4y Ls son puntos de equilibrio en el problema restringido circular (de-
mostrado en teoria), entonces la solucién z = z(t) es constante, z(t) = ¢, luego
2(t) = 0. Entonces J(c) = 2®(c), y como hemos visto que el minimo absoluto
de ® se alcanza en Ly y Ls, y ademés ®(Ly) = ®(Ls) = 3/2, concluimos que

J(La)=J(Ls) =25 =3
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Ejercicio 3 (2 puntos). En el sistema del ejercicio anterior, un satélite se sittia a
distancia menor que 1/4 de la primaria de mayor masa con velocidad cero. Demuestra
que dicho satélite no se sale de la region

{|P,—z| <1/4}.
(Sugerencia: utiliza las regiones de Hill).

Sea A = {|P, — z| < 1/4} y supongamos que z = z(t) define la posicién del
satélite. Como este se sitta con velocidad zero, entonces 2(0) = 0, y la constante de
Jacobi, suponiendo que se sitia en z(0) = zg € A, es J = 2®(z;). Como siempre

ND) J
12(t)]7 =2P(2(t) —J 2 0= D(2(t)) > 5 = D(2)

Es decir, el movimiento quedaria siempre en la region de Hill asociada al nivel
®(zp), que, por definicién, es

H={zeR*\{P,P}: ®(z) > P(20)}

Como ®(z) — 400 cuando z — P, existe una componente conexa Hp, de H que
contiene a P y a zp. Ademads, la curva ® = ®(zy) (de velocidad cero) es la barrera,
pues en el exterior ® < ®(z), lo cual implicarfa que |(¢)|> < 0 (contradiccién). En
particular, fijado zp € A, la componente conexa Hp, queda contenida en el disco
A, por lo que la trayectoria no puede cruzar la circunferencia |P; — z| = 1/4. Asi
pues, concluimos que z(t) € A Vt € I, siendo I el intervalo maximal de la solucién
z = z(t).
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